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Chapitre I 
^OMBRES REELS 

INTRODUCTION ET DEFINITIONS 

Nous supposons que I'eftudiant connait les ensembles usuels suivants ,ainsi que 

leurs proprietes liees aux operations d'addition de multiplication et a 

la relation d'ordre. 

N={0, 1,2 > rensemble des entiers naturels. 

Z={.......,-3, -2,-1.0. 1,2,3, } 1'ensembJe des entiers relatifs. 

Q={£avec p et q e Z ,q * o} ('ensemble des nombres rationnels. 

La notion de nombre rationnel se revele insuftlsante dans diverses situations, 
done voici un exemple.il n'existe pas de nombre rationnel a tel que a 2 = 2 

1>reuve ' Raisonnons par I'absurde et supposons qu'il existe £ <= Q tel que 
(f)=2. q m 

On peut toujours supposer ta fraction £ irreductible . On a done p 2 =2q 2 

d'oii p 2 est pair 

et done lui-meme pair, (car le carre d' un nombre impair est toujours impair). 

Par consequent p=2m avee m e N'.mais 4m 2 =2q- . e'est a dire 2m 2 =q 2 

d'ou en deduit comme precedemment que q est pair. 

Ceci contredit Pirreductibilite* de £ 
Remarque : 

Cet exemple montrc I' impossibility de resoudre dans Q certaines equations 
pourtant tres simples.Ce qui nous permet de construire un ensemble 

plus vaste que Q qu'on I'appellera , Tensemble des nombres reels : IR 
parmi ceux-ci on distingue : 

Ceux qui sont rationnels ( les elements de Q ) et ceux qui sont des irrationnels 

( les elements de IR/Q ) 

par exemple yi,x ,e ne sont pas des elements deQ. 

Definition axiomatique de IR 

On deHnit un nouveau ensemble .note IR contenant Q, dont on admet 
['existence et dont ces elements sont appeles nombres reels ,muni de 
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deux lois internes +(addition)et x(produit, note parjuxtaposion: xy plutot xxy) 
et d'une relation d'ordre total < ("plus petit ou egal") qui etendent celles de Q 
et qui verifient les proprietes Pi P* P> que nous allons passer en revue. 
P\ ) (IR,-Kx) est corps commutatif 

o)(IR,+) est un groupe commutatif qui s'exprime parlR 

* Pour tout a , b dans IR a+b e IR ( loa interne ) 

* Pour tout a , b dans IR a+b=b+a (commutativite) 

* Pour tout a , b, c dans IR a+(b+c)=(a+b)+c (associativite) 

♦L'entier est element neutre pour Paddition c'est a dire ,pour tout a dans IR 

a+0=0+a=a. 

*Tour reel possede un unique " oppose " b verifiant a+b=0 ,il est note b=-a. 

/3)(IR,+,x) est un anneau commutatif qui s'exprime par la propriete (a) et : 
♦Pour tout a , b dans IR ab e IR ( loi interne ) 

* Pour tout a , b dans IR a+b=b+a (commutativite) 

* Pour tout a , b, C dans IR a(bc)=(ab)c (associativite). 

* Pour tout a , b, c dans IR a(b+c)=ab+ac et (a+b)c=ac+ab 
(distributivite) 

* I est element neutre pour le produit e'est a dire pour tout a dans IR 

al = Ia=a. 
r ) Tout reel non mil a possede un unique inverse b .verifiant ab=l 

Ce reel est note IMr , Qttb"*| > 
Rcmarques et notations 

-Pour tous reels a et b , on note b-a plutot que b+(-a) .On definit ainsi 
une nouvellc operation surlR(soustraction) qui ne presente peu d'interet 
die n'est commutative, ni associative. 
•Pour toute partie A de IR ,on (-A)={ -a tel que aeA } 
•On note Z=N U (-N) et on pose Z=Z'\{0}. 

-La commutativite Passociativite de la loi + Wit pour consequence 
qiPon peut envisager des sommes 
a,+a 2 +aj. ....+a„ sans parantheses et sans se preoccuper de Pordre des termes. 

n 
Unc telle somme est notee £a k 

k=l 
•La commutativite , Passociativite de la loi x ont pour consequence 
qu'on peut envisager un produit aia 2 aj. ....a n sans paran theses et 
sans se preoccuper de Pordre des termes , un tel produit est note 
n 

n«* 

k=l 
oL'indice utilise pour parcourir les termes de la somme et du produit est note k 

ma is le nom de Pindice imports peu , par exemple : 
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n n n n n n 

na k - na k - rK et IX = 2>k =£a fc 
k=i i j=i j=j k=l i=l j=l 

Ce qui importe c'est la valeur de depart de 1'indice et la valeur finale 
° Changement dlndice 

n 
On considere la somme £a k , on effectuant le changement d'indice i=k+l 

k=l 
k variant de 1 a n Pindice i variera de 2 a n+1 et comme k=i-l 

n n+1 
on peut ecrire Ea k - Eaj_i 

k=l i=2 
De la meme facon , ona: 
n n+1 

n^rKi 

k=l i=2 

" La seule chose a laquelle il faut fairc attention c'est qiTapres le changement 
d'indice 

on doit trouver dans la nouvelle somme ( on le nouveau produit ) exactement 
les memes 

termes que dans la somme initiale (ou le produit initiate ) 

o Regies de calculs 

SoientA , ai,a 2 , ,a„ , bi,b 2 ,b n des nombres reels ,ona: 

-Pour P addition : 

n n n n n 

£Aaft-i£a k . E(a k +b fc )-5>k + I>c 
k=l k=l k=l k=I k=l 
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n m n m m n 

I>* * Ebi - E(£a k />i )= ECDub,) 
k=l i=l k=l i=l i=l k=I 
- Pour la multiplication : 
n n n n n 

n^ k =A"xna k et n<3k xb k ) = n^k x n^k 

k=l k=l k=l k«I k=l 

■Pr oprietes On poseIR=IR\{Q} 

■ *Pour tout a,b dans IR -(a+b)= -a-b 

•Pour tout a dans IR a0=0 

♦Pour tout a,b dans IR a(-b)=(-a)b--ab et (-a)(-b)=ab 

♦Pour tout a dans IR' -ae IR' et (-a)*' - -(a -1 ) . 

♦Pour lout a,b dans IR" abeIR' ct (ab^'-a'b-' . 

♦Pour tout a,b dans IR ab=0 » ( a=0 ) ou ( b=0). 

On note habituellement :Pour tout a dans IR , Pour tout b dans IR' 

ab-i = a J- = f- 
b b 



- 



• 



-€ETUUP 



.com 



Definition 

Les elements de IR/Q sont appeles nombres irrationnels. 

P 2 ) IR est muni d'une relation d'ordre total "< " verifiant : 

*Pour tout a,b dans IR a<b => a+c<a+b (compatibilite avec T addition) 

*Pour tout a , b, c dans IR ( a< b) et (c< d) => ac< bd 

(compatibilite avec la multiplication par un re*el positif ou nul) 

On resume P,, P 2 ,en disant IR est un corps commutatif totalement ordonne 

Rappelons ici qu'une relation d'ordre notde"< H dans un ensemble E 
est une relation 

- reflexive (pour tout a dans E a <a ) 
-antisymetrique (Pour tout a,b dans E a<betb<a=> a=b) 
•transitive( Pour tout a , b, c dans E a < b et b< c => a< c) 
Un ensemble muni d'une relation d'ordre < est appele Ordonne . 
L'ordre est total lorsque deux elements quelconques de E 
sont toujourscomparables pour < e'est a dire pour tout a,b dans E ona 
a < b ou b <a . 

Lorsqu'il existe au moins un couple (a,b) d'elements de E non comparable S 
pour < .On dit que E est partiellement ordonne 
(e'est adire Pordre est partiel). 

Remarques et notations 

•On note pour tous r^els a et b . 
*a<b« (a<b)eta*b 
* a >b »" b< a 
*a >b o b<a 
■OnposelR*={aeIR a)0} IR*={aeIR a>0} IR-'={aeIR a<0) 
IR-={aeIR a<0} 
•Le tableau suivant resume les regies des signes 
B >G<G>0>0<0 >0>0>0<0<0 
b >0<0<0>0<0<0>0<0>0<0 
a+b > < ? >0<0? > ? ? <0 
a b >Q>0<0>0>0<0>0<0<0>0 









r 






Proprictes 

Ces proprietes resultentdes proprietes Pi, P2. 
*a+c < b+c oa<b 
*a< b o -b <-a 
*a< o -a > 



-1 
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*a > 

*0<a<b=» 0<b" l <a- 1 

*(a < b et c < 0) => ac > be 

» (a< b et 00) => ac < be 

P3)Axiome de la borne superieure. 



et 

et 




a+c < b+c » a < b 
a< b -b <-a 


et 




a < -a > 


et 




a <0o a -'<.<) 


et 




a<b<0 => b"'< a" 1 <0 




et 


a 2 > 




et 


(a < b et c < 0) => ac> be 
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Tome parlie non vide et majoree de 1R possede unc borne superieure dans IR 

Onadmetcet axiomedc IR.qui fait laspecifite de IR par rapport a Q. 
Noter que Pensemble Q avec ses operations et son ordre usuel satisfait PI , P2 

mais ne satisfait pas P3 en d' autres termes , 

Q n'est pas un corps commutatif totalement ordonne ou toute partie 
non vide , majore possede une borne superieure , par exemple 
A={ a e Q* tel que a : < 2}n'admet pas de borne superieure dans Q. 
On reviendra plus tard a la definition de la borne superieure et a cet exemple. 

Introduisons des maintenant quelques notations d'usage courant. 
Intervallesde IR 

Pour tons reels a et b ,on deflnit les ensembles suivants ,dits Intervalles de IR. 
(«,/>]= {x<= IR tel que a <x < b } M[-{xe IR tel que a < x < b } 



|«.A]«{xeIR tel que a <x< b} 

(,/.+»[ = <x € IR tel que a < x } 

]-xi]={xe IR telquexsb} 



]rt,A[={xe IR tel que a <x < b } 
]</,-ko[ »(xe IR tel que a <x} 

]-oo.ft[={xe IR telquex<b} 



J-co,+oo[= IR IR*=[0,+oo[ IR + '=]0,+oo[ IR-=]-co,0 ] IR" '=]-«., [ 

Remarques et definitions 

•On dit que [a.b] ( avec a < b) est le segment d'origine a et d'extremite b 

-Les intervales }a,b[ ]a.-w>[ ]-co,Z>[ ]-co,-ko[ sont dits ouverts 

•Les intervales [a.b] [rt,-wo[ ]-*>,/>] ]-«,-ko[ sont dits fermes 

•Les intervales ]a.b] [a t b[ sont dits semi-ouverts(ou serni-fermes) 

•Le segment [a.a] se reduit a {a}; PintervalIe]fl,r/[ est vide 

•Seuls les intervalles [a.b] ]a,b[ ]a,b] [a,b[ sont bornes 

•Les segments sont les intervalles fermes bornes 

fdentites remarquables 

• Formule de Binome de Newton 

n 
va,beIR ,VneN (a+b)"= £ C* a k b nl 

k=0 
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ou C£ = Bl 



k.'(n-k)! 



' Carre d'une somme de n termes 
>Une factorisation classique 



n n 

(Ea k ) ! =Eaj + 2£a A 
k=I k=l l<j<k<n 



n 



Va,b eIR ,Vn e N , a"* 1 - b 1 ** 1 =( a-b)£ a nk b" 

k=0 
n 
Si Pentier n est pair : a n " + b"** = (a+b)£(-l) k a"- k b l 

k=0 

Eh particular ♦a 2 - b 2 = (a-b) (a+b) 

♦a J -b J = (a-b) <a 2 +ab+b 2 ) 

♦a 3 + b 3 =(a-b)(a 2 -ab+b 3 ) 
*Une somme classique.- 
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Pour tout reel a *] et tout entier naturel n S„(a) =l+a + a 2 + +a° =-^ 

et S„(I)=n+l ,a 

VALEUR ABSOLUE ET DISTANCE 

Definitio n 

Pour tout reel a , on pose |a| = ma\(-a,a)= a si a > ou -a si a 5 

Cettequantiteestappele valeurabsolue de a 

On verifie immediatement les proprietes suivantes: 

•Pour tout reel a |a| >0 ; |a| =0«a=0 ; |a| = |-a| ; - |a| <a < faj 
•VxeIR ; VreJR* 

|x|=r~xe {-r,r} ; |x|<r«-r<x<r ; |x| <ro -r<x < r ; |x| < r « -r <x <r 
|x| >r oxe] -«>,r ] U [ r ,-Ko [ ; | X | >r oxg] -cc t v[u] r ,+co [ 

• VabelR |ab| = |a| |b| -V n eN fa"| = |a| n (meme chose si a*0etneZ ) 

• VabeIR a 2 = b 2 o |a| = |b| et a 2 < b 2 «-|a| < |b| 

• Va b € JR |a+b| < |a| +|b| et on a Pcgalite |a+b| - |a| +|b| si et seulement si 
a et b ont le meme signe. 



; 



; 
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- Va b e IR |faj - |b|| < |a-b| 
Generalisation 

' n n n n 

Pour tout reels a, ,a 2 ,....a n ona | IfrKN *| 2>*| SEh 



k=I k=l k=l k=l 

On a regal itf |£a k | =£ N $i est seulement si les a k ont tous Ic mime signe 
Definition 



n n 

HZ>I =2 

k=I k=l 



Pour tout reel a on note a* =max (a,0) et a-= max(-a,0) 
Avec ces notations ,pour tout reel a a* > ; a" > o ;a=a+ -a- 

Pourtousrfels aetb max(a,b)=l(a+b+|a-b|) et min(a+b -|a-b|) 
Definition 



Pour tous reels aetb la quantite d(a,bH>-b| est appelee distance de a et b . 
Elle verifle: 

Pour tous reels a , b et c d(a,b) > ; d(a,b)=0« a=b et d(a,b)< d(a,c) +d(c,b) 

Pour tous reels a et b on a d(|a|,|b|) <d(a,b) c'est adire ||a| - |b|| < |a-b| 

Quelques inegalites classiques 

Voici trois inegalites souvent utiles 

Pour tous reels a et b ab< i-(a 2 +b 2 ) (egalite si est seulement si a=b) 

Pour tout a e [0,1] a(l~a)< ^(egalite si est seulement si a=i-) 

|n|<k< I => I-k< ji+a| <l+k 

Proposition ( Inegalite de Cauchy - Schwarz ) 

Pour tous rdels a ( ,a 2 , ,a „ et bi,b 2 ,b „ on a: 

(a,b,+a 2 b 2 + +a l) b„) 2 <(a?+a 2 3 + a 2 )(b 2 +b 2 + bj) 

II ya egalite si est seulement si !es n-uplets u= (ai,a 2 ,....a„)et v=(bi,b 2 b„) 

sont proportionnels. 

Proposition ( Inegalite de Minkowski) 

Pour tous reels a , ,a 2 , ,a n et bi,b 2 ,b „ on a: 

€ETUUP 
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BORNE SUPERIEURE, BORNE INFERIEURE ;1MAXIMUM ;M I MM UJ 

Rappelons tout d'abord quelques definitions Soit A une partie non vide de IR . 

•A est dite majoree si :3 un reel M tel que VxeA x < M. 
On dit aussi que A est majoree par M ou M majoreA. 

•A est dite minoree si :3 un reel m tel que VxeA m<x. 
On dit aussi que A est minoree par m ou m minore A. 

•A est dite bornee si elle est a la fois majoree et minoree 
On retiendra la proposition suivante 

A est bornee si est seulement si 3 K e IR*"tel que pour tout x eA |x| <K 

Definitions 

-Lorsqu'il existe , On dit que le reel M est maximum de A 

( ou parfois le plus grand element de A ) 

si M est un majorant de A et Me A , on le note maxA. 

•Lorsqu'il existe , On dit que le reel m est minimum de A 

( ou parfois le plus petit element de A ) 

si m est un minorant de A et me A , on le note minA 

•Notons que maxA et minA ,s'ils existent , sont uniques. 

(on utilesera rantisymetrie de < pour le verifier). 
•Soit A une partie non vide majoree de IR . On appelle borne superieure de A 

le plus petit des majo rants de A , on la note supA , autrement dit , 
(V a e A tel que a < M )=> sup A < M 
. Cela equivaut a dire que supA est un majorant de A et que 

tout reel strictement inferieur a supA n'est plus un majorant de A. 

( Tensemble des majorants est alors [supA ,+<*>[). 

•Soit A une partie non vide minoree de IR . On appelle borne infeneurc dc A 

le plus grand des minorants de A, on la note infA , autrement dit , 
(Va e A tel que m <a )=» m < infA 

•Cela equivaut a dire que InfA est un minorant de A et que 
tout reel strictement superieur a InfA n'est plus un minorant de A. 
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( Pensemble des minorants est alors [-co , InfA]) 

•On retiendra aussi que le SupA et InfA s'ils existent sont 

necessairement uniques. 

•On veillera a bien distinguer les notions de Maximum et de borne superieure 

(minimum et de borne inferieure). 

Exemple ; 

A— [ a , b [ , infA=a et supA = b 

Remarquons d'apres cet exemple que la borne superieure ou la borne inferieure 

d'une partie n'appartiennent pas nessairement a A 
• On verifie par ailleurs immediatement que si : 

Si A est non vide et majoree alors : M=rnax A o ( M=supA et M e A ) 
Si A est non vide et minore alors : m ■ minA « (m = infA et m e A ) 
Ce qui permet de savoir les rapports entre (Sup et Max ); et;(Inf et Min) 

•La caracterisation de la borne superieure et de la borne inferieure 
est souvent utilisee. 

Proposition : 

Soit A une partie non vide et majoree de IR 






, , . , i) M est un majorant de A 

M=SupAo { J 

ii) V e reel > Oil existe a € A tel que M-e <a 
Pre uve: 

condition necessaire : 

soit M=supA alors i) est evident ,par ailleurs ,si ii) n'a pas lieu , 
alors 3 e >0 tel que pour tout aeAa< M-e , ce qui montre que M-e 

est un majorant de A . 

Ceci contredit le fait que M est le plut petit majorant de A. 

condition suffisante; 



Soit M un autre majorant de A montrons alors que M <M\ 
SinonM'<M. Posons c=M-M' d'apres ii) 3aeA teIqueM'<a 

cc qui contredit le fait que M' est un majorant de A. 
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Remarque : On bien sur une caracterisation analogue pour la borne inferieure 

Proposition : 

Soit A une partie non vide et minoree de IR 

m=»infA o { ^ m est un minor ant de A , 

ii) V c reel > Oil existe a e A te! que a<m+ E 
Remarque 

L'axiome de la borne superieure etant admis ,on peut demontrer 
le resultat suivant : 

Proposition : 

Toute partie non vide et minoree de IR possede une borne inferieure dans IR. 

Preuve : 

I! suffit de remarquer que A est minoree «(-A)={-a tel que a e A} est majoree 

etqueInfA=-Sup(-A). 

Proprietes de la borne Sup et de la borne Inf 

Proposition! : 

Si B est majoree et si A c B alors A est majoree et supA < supB 
Si B est minoree et si A c B alors A est minoree et infA > inf B 
Proposition2: 

Si A est majriree, alors (-A) est minoree et inf(-A)=-sup(A) 
Si A est minoree, alors (-A) est majoree et sup(-A) =-inf(A) 

Pr_ODosition3: 

Si A et B sont majorees , alors A+B={ a+b , a e A et be B.} est majoree 

et sup(A+B)=supA+supB 

Si A et B sont minorees , alors A+B={ a+b , a e A et be B.} est minoree 

et inf(A+B)=infA+infB. 
Proposition 4 

Si A et B sont majorees alors AuB est majoree et sup(AuB)=sup(supA,supB) 

Si A et B sont minorees alors AuB est minoree et inf(AuB)=infl;infA,iniB) 
Proposition s 

Si A et B deux parties non vides et majorees de IRJ alors A.B={ a.b , a e A et 
beB} 

est majors et sup(A.B)=(supA).(supB) et inf(A.B)=(infA).(infB) 

M 



Enfln les resultats suivants sont evidents.Pour tous reels a et b avec a<b on a 
.sup([a4?])=sup([a,b[)=sup(]a,b]Hup(]a,b][)=sup(].co,b])=sup(]-x,b[) = b 

4n3[a,b]Hn3[a»kD=i^ 

Preuve de la proposition 1 

B majoree =>supB existe et que Vx eB x < supB =* vxeA(Ac B) x < supB 

= supB est un majorant de A =>A est majoree et que supA < supB 

L'autre moitie de la proposition se demontre de la meme maniere. 
Preuve de la proposition 2 
A est minoree =>infA existe = VxeA infA<x => VXeA -x<-(infA) =>(-A) 

est majoree par -(infA),d'apres la caracterisation de la borne infl;A) 

on a tfc >0 3xo eA tel que -e -(infA) <-x . 

On posantx,=-x ; obtient done v e >0 3x, e(-A) tel que -(infA)- E <x,. 

d'oii d'apres la cacarterisation de la borne superieure et IWicite de borne 

superieure on obtient sup(-A)= -infA. 

Un raisonnement analogue pour l'autre moitie de la proposition 2 

Preuve de la proposition 3 

A majoree =*M A =supA existe et Va € A a<M A 

B majoree =>M D -supB existe et V be B b <M D 

d'oii Va e A V be B a+b <M A +M D ~ A+B est majoree par M A +M D - 

enplusV E >0 3a oe AteIqueMA-|<aoet3b 6BteIqueM B -f <b 

ce qui implique ^existence de c =a +b e A+B tel que M A +M B - £<co 
par consequent M A +M n est le plus petit majorant de A+B et que 

supA+supB =sup(A+B) 

Un raisonnement analogue pour Tautre moitie de la proposit.on ^ 

Preuve de la proposition 4 

A^iajoree =>M A =supA existe ; B majoree =>M U =supB existe 

Posons M=sup(M A M D ) alors M majore A et B et par suite M majore AuB 



Jf 
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Com me A et B jouent le meme role , on suppose que M=.M A d'ou Mb < M A 

d'apres ia caracierisaiion de la borne sup , on a Ve >0 3 a e A M A - e < a 
d'ou 3 a e AuB tel que M A - e < a ce qui implique que M=sup(M A M D ) 

et par consequent sup(AuB)=sup(supA,supB). 

Un raisonnemenc analogue pour l'autre moitie de la proposition 4 

Preuve de La proposition 5 

On a v(a,b) € AxB , ab < supA supB done AB est majore 
et sup(AB)<supA supB (*) 

Soil beB on a V a e A .a < su Pf AB > ( b* 0) done sup(A)< sll P ( l AB) , on 

b b 

obtient : 

V b € B , b < SUp ^ done sup(B)< su r**y =supA supB<sup(AB)f) 
sup(A) ^ sup(A) — * - - 

(*) et <•*) =>r*galiti supA supB=sup(AB) 



DROITE NUMERIQUE ACHEVEE. 



• 



Definition 

On note IR P ensemble IRu{-a> , +co>. Cet ensemble est appele droite 

numerique achev^e. 
Relation d'ordre dans IR 

On munit Ir d'un ordre total < prolongeant celui de IR en posant : 
x<y lorsquex=-co et ye IR ou x , y e IR et x<y ausensdeIR 

ou xe rR et y=+« 
Operations sur IR 

On " etend" (de facon commutative ) les lois + et x de IR en posant : 

-(+co )+(+co )=-Ko ; (-co )+(-co )=-c© ; (+co )(+co )=- 

(-« )(-m )=+«> ; (-h» )(-« )=+« 

• V XG IR X+(-co )=-oo X+(+co )=+co 

• VxelR*' x(-oo)=-co ; x(-K*>) « +eo 

• VxdR-' x(-co)=+co ; x(+co)=-co 
Formes indt^erminees 
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Comme on le veil , on donne pas de valeur aux expressions suivantes. 

(-Ko)-F-(-co) ; Ox(-ko) ; Ox(-co). 

L'un des interets de ('introduction de +coet -oo reside dans la propriete suivante 
Dans TR , toute partie A admet une borne superieure et une borne inferieure 

En effet .Faisons la demonstration pour la borne sup .Si A est vide ou egal 

a {-co} alors tout element de IK majore A et done supA =-co. 

Si A est non vide et * de {+=o>- et si A est majoree par un nombre reel 

alors I'axiome de la borne sup garantit 1'existence d'une borne sup dans IR . 
Enfin si A n'est pas majoree par un reel , alors le seul majorant de A est 4eo et 

done supA=+« 

■PROPRIETES FONDAMENTALES DE IR 

Proposition ( IR est un corps Archimedien ou Propriete d'Archimede) 
vbeIR et Va un reel strictement positif , 3 un entier n e N tel que na>b 
Preuve : Sinon 3beIR et aeIR*' tel que VneN na<b. 

Considerons Pensemble A={na telque neN}. A est non vide (aeA ) 

et majore par b done A possede une borne superieure a dans IR 

(axiome de la borne superieure dans IR). 

Comme a-a<a alors a-a n'est pas un majorant de IR .done 

3 n dans N'tel que an > a-a 

d'oii (no +I)a> a.ce qui contradictoire avec la definition de a. 

Remarque : 

Dans le cas particulier ou a=I on obtient VbeIR 3 un entier n e N tel que n>b 

ceci traduit que L'ensemble des entiers naturels n'est pas majore 

Proposition et Definition : 

Pour tout X reel , il existe un entier relatif q unique tel que q<x<q+l 

On Pappelle partie entiere de x et on le note E(x) ou [x] 

(E(x) est le plus grand entier relatif < a x et 

E(x)+I est le plus petit entier relatif strictement superieur & x ) 
Preuve : 
Unicite:soient petq deux entiers relatifs tel que p<x<p+l et q<x<q+l 

alors on a : 

p <c]+L cequ'implique p<q . Par symetrie des roles de petq 
on obtient q < p et par ant isyme trie on obtient p = q . 
Existence : 
SoitxeIR ctsoit B={k€Z tel que k<x) alors: 
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B est une partie non vide de Z car d'aprds la propriete d'Arcimede 3 n eNcZ 
tel que n > | x | soit - n < x < n c'est a dire - n e B 
de plus B est majoree par x 

done admet un maximum dans Z note q .autrement dit : 
q«=B =>q<x etque(q+I) g B=> q+1 >x 
done VxeIR 3 q eZ te] que q<x < q+1. 

Consequence: 

•Pour tout x eIR et tout entier relatif k on a: 
x-l<E(x)<x ; E(x)=xoxeZ , E(x)=k«- xe [k , k+I[ ; 
( x-E(x))e [0, 1[ ; x=E(x)-k avec re [0, l[. 

• Pour tout x,y dans IR tel que x<y alors E(x)<E(y) 

• E(x)+-E(-x)=-l si xeIR\Z et E(x)+E(-x)=0 si xeZ 

• VxeIR VmeZ E(x+m)=E(x)+m 

• EXEMPLES 

1) Soit A={J3±L,neN} alors supA=l , minA=infA=^- 

mais ne possede de maximum. 
En eflfet :A est non vide (-=- e A , n=l) 



»~a 1 



n+1 



VneNonan+l<iu-2<2(n+l) d'ou —■ < ILt ^- <1 et par consequent 

A est borne 

Comme A est minore par y car -~ eA (n=0) on deduit done minA=infA=~- 

1 est un majorant de A , montrons que 1 est le plus petit majorant de A 



Sinon 3a eIR (majorant de A) tel que Vn eN ^~ < a<\ 

e'est a dire Vn gN n< (-J— -2) 

1-a ' 

et ceci contredit le fait que N n'est pas majore. 
comme supA=let g A alors maxA n'existe pas. 



Une maniere differente pour prouver que supA=l en utilisant 3a caracterisation 

de la borne superieure ;en effel: 

d'apres la propriete d'Archimede.Ve >0 3 n eN tel que n > ^--2 

ceci est equivalent a I- e < 



n Q +l 
n +2 



2)Soit A={ -y+-r tel que (n,m)eW x N*> 

i) montrons que A est borne. 

eneffet:pourtoutn€N*etmeN*on a:G<-L- <] et 0<-L- <1 et done 



0<— y+— 4" ^2 et par consequent A est borne. 



m 
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ii)montrons que maxA=2. 

en'effet comme pour tout neN'et mGN ** n T + 7 n T - 2 
on en deduit que 2 majore A 

et que 2eA (n=m=l ) et par consequent maxA=2.=supA. 

iii)montrons que: VkeN - 3(n ,m )eN* x N* tei que ^Jr+^r < £- 

en effet d'apres la propriete d'Archimede VkeN - 3n eN'tel que n > f& 

ct3m eN'telquemo > J2kp^ suite -^f + -^T < jr 

iv)En deduire que infA=0. 

en effet comme pour tout neN'et meN' 0< "|T + T^r 

on en deduit que est un minorant de A ■ 

Soil a un minorant de A tel que 0<a; done pour tout neN'et meN 

a < -L+-L- , en particulier pour le couple (n c ,m ) autrement dit: 

a < -!L+X < 1 e'est a dire VkeN' k< ± 
115 nig K 

et ceci contredit le fait que N n'est pas majore 

Une maniere differente pour prouver que infA=0 en utilisant la caractensat.on 

de la borne inferieure ;en effet: 

d'apres la propriete d'Archimede,Ve >0 3 n eN* tel que n > ^ T 

et3mo eN-te!quem > ff d'ou <-^-+-^7 < y + f 

. Proposition ( Densite de Q dans IR) 

Soient a et b deux reels avec- a<b alors 3 reQ tel que a<r<b 

en glneralisant cette situation en disant que I'intervalle ] a,b[contient 
une infinite de nombres rationnels. 

Preuve : 

» 

Soil (a,b) e IR 2 tel que a<b et posons e =b-a >0 . Comme IR est archimedien 
alors BneN'tel que ns>l ( 0<f < e ) . 

I>osons par la suite q = E(nx) etp=q+l ,„„ ,, r . 

alors on aura p-l< nx <p par suite g<f et f < x+i- par consequent on aura 

( X < £ < x+± < x+e) = x<f <y avec § eQ 

On a Men sflr une propriete de densite de IR\Q qui s'expnme par: 

Entre deux rdels distincts , il existe un irrationnel 
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Application : 

On considere Pensemble A={xeQV x 2 <2) montrons que A est une partie non 

vide 

majoree dans Q ne possedant pas de borne superieure dans Q. 

A est non vide( leA)et est majoree par 2 par exemple. 
Supposons que A possede une borne superieure a dans Q (a eQ+) 

•Soit a 2 =2 (cequi est impossible) ou a 2 < 2ou a 2 > 2. 

•Dans le cas a 2 < 2 on a a < Jl et comme Q est dense dans IR 

il existe /? dans Q tel que a < /3 < Jl et par consequent e A et est > a 

cequi estabsurde. 
• Dans le cas a 2 > 2 on a a > J2 et conimeQ est dense dans IR il existe B 

dans Q 

tel que72 < /? < a et par consequent fj majore A et est <a ce qui est 

absurde. * 

Definition : Une partie A de IR est dite dense dans IR ssi 

V(x,y)eIR 2 : (x<y => 3aeA tel que x<a<y) 
Exemple : 

On considere I'cnsemble A={ q 2 tel que qeQ} et B=AU(-A) 
montrons que B est dense dans IR 

(pour tout x et y dans IR tel que x<y il existe p eB tel que x<p<y).En effet : 
* si x> alors Jx < Jy ;3qeQ tel que Jx <q<yy ,d'ou x<q 3 <y et q 2 eB 

•siy< 0,alors fy < fx 3q<=Q tel que /y <q</oT d'ou 
x<-q 2 <y et -q 2 eB 

•si x<o et y> 0, on peut prendre q-0(q 2 - 0) . 
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